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و مي توانند نيروهاي مؤثر . مجموعه اي از اعضا كه به شيوه مناسب بر هم متصل شده اند: سازه

.برخود را به طور مطمئن به تكيه گاه ها منتقل كنند

:انواع سازه
)كابل ها(سازه هاي كششي  - 1 
)قوس ها(سازه هاي فشاري  -2
)تيرها(سازه هاي خمشي  -3

، نيروهاي خمشي، )مجموعه اي از تيرها و ستون ها(سازه هاي قابي  -4
برشي، محوري، پيچشيبرشي، محوري، پيچشي

)خرپا(ي 0سازه هاي كششي و فشار -5

شبكه ها - 6

ورق ها -7
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:مراحل طراحي سازه
تعيين فرم و هندسه سازه -1
محاسبه درجه نامعيني و بررسي پايداري آن تحت هر بارگذاري دلخواه -2
بار مرده، بار زنده،  (تخمين بارهايي كه در طول عمر سازه به آن وارد ميشود (بارگذاري سازه ها  -3

))برف، باد
محاسبه عكس العمل هاي تكيه گاهي و نيروهاي داخلي اعضاي سازه -4
در (محاسبه تنش هاي ايجاد شده در نقاط مختلف اجزا سازه و مقايسه آنها با تنش هاي مجاز  -5

)4صورت لزوم تغيير مقطع عضو و تكيه گاه ها از بند 
محاسبه تغيير شكل هاي سازه و كنترل آنها با مقادير مجاز - 6 محاسبه تغيير شكل هاي سازه و كنترل آنها با مقادير مجاز - 6

:هدف از تحليل سازه
محاسبه درجه نامعيني و تحت پايداري سازه - 1 
محاسبه عكس العمل تكيه گاهي و نيروهاي داخلي اعضاي سازه -2
محاسبه تغييرمكان نقاط مختلف سازه -3
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: معيني و نامعيني سازه
تعادل سازه

تعادل استاتيكي، جسم پس از اعمال نيرو ساكن بماند، جهت برقراري تعادل بايد برآيند 
.نيروهاي وارد بر سيستم صفر باشد

بنابراين شرط لازم و كافي براي برقراري تعادل سازه در فضاي سه بعدي برقراري شش 6  
معادله مستقل زير مي باشد
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شرط لازم و كافي براي برقراري تعادل يك سازه در صفحه  برقراري سه معادله مستقل 
كه به اشكال مختلف قابل توسعه است. زير ميباشد
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:  معادلات شرط
نحوه ساخت سازه ها باعث ميشود كه مقدار نيروهاي داخلي در برخي نقاط آنها مشخص باشد، معلوم 
بودن نيروي داخلي در اين نقاط موجب مي شود كه در به جز معادلات تعادل استاتيكي، معادلات 

.به اين معادلات، معادلات شرط گويند. اضافي ديگري براي سازه ايجاد شود

در حالت كلي اگر     عضو در يك سازه صفحه اي به هم لولا شوند،        معادله شرط داريم
در حالت كلي اگر     عضو در يك سازه فضايي به هم لولا شوند،             معادله شرط داريم

m
m

1m−
( )3 1m−

معادله شرط ناشي از حضور غلتك داخلي

در حضور غلتك داخلي، نيروي محوري و لنگر خمشي برابر صفر هستند
.معادله شرط ايجاد مي شود 2بنابراين در اثر حضور غلتك داخلي، دو 

تعداد كل معادلات تعادل حاكم بر رفتار يك سازه برابر است با تعداد معادلات كلي تعادل به علاوه 
:تعداد معادلات شرط، بنابراين در صفحه تعداد كل معادلات برابر با
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:درجه نامعيني
اگر تعداد كل معادلات تعادل حاكم بر سازه را با   نمايش دهيم، و تعداد كل 

:مجهولات سازه را با   معرفي كنيم، درجه نامعيني سازه    برابر است با

در اين حالت تعداد مجهولات با تعداد معادلات برابر (سازه معين است             
است و با استفاده از معادلات تعادل و معادلات شرط ميتوان مجهولات سازه را  

)محاسبه كرد

n X S= −

S

Xn

0n =

)محاسبه كرد

در اين حالت تعداد مجهولات بيشتر از معادلات است  (سازه نامعين است              
)و براي محاسبه آنها در معادلات اضافي ديگر نياز داريم

)تعداد مجهولات كمتر از تعداد معادلات است(سازه ناپايدار است  
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روش تعيين درجه نامعيني
:روش سازه هاي باز و بسته

سازه باز سازه اي است كه در ساختار هندسي آنها هيچ كادر بسته اي وجود ) الف
.نداشته باشد

عكس العمل (در يك سازه باز تعداد مجهولات برابر است با تعداد قيود تكيه گاهي 
)هاي تكيه گاهي

( )3n r c= − +

سازه بسته سازه ايست كه در ساختار هندسي آن حداقل يك كادر بسته موجود ) ب
باشد
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:روش شمارش تعداد اعضا و گره ها
بررسي خرپاي صفحه اي

هر عضو خرپاي صفحه اي يك مجهول دارد
بنابراين تعداد مجهولات خرپاي     عضوي برابر است با

معادله تعادل وجود دارد لذا خرپاي صفحه اي كه  گره داشته باشد 2در هرگره خرپاي صفحه اي دو  
بنابراين درجه نامعيني خرپاي صفحه اي با     عضو    گره برابر است با

بررسي خرپاي فضايي
هر عضو يك مجهول دارد

عضو               مجهول دارد    

mX m r= +
j2S j=

j m( ) 2n m r j= + −

mm←( )= + −
عضو               مجهول دارد    

در نتيجه   گره     معادله تعادل دارد معادله تعادل دارد 3هر گره  سه 

قاب صفحه اي
مجهول،  در نتيجه    عضو                مجهول 3عضو هر 

مجهول، در  نتيجه   گره              مجهول 3هر گره سه 

قاب فضايي
مجهول در نتيجه     عضو                 مجهول 6هر عضو 
مجهول در نتيجه    گره              مجهول 6هر گره 
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:پايداري سازه ها
.فرم هندسي سازه پس از بارگذاري دگرگون نشود

:جسم صلب
جسمي است كه فاصله نسبي نقاط آن پس از بارگذاري ثابت بماند

: درجه آزادي
تعداد حركات مستقلي كه يك جسم مي تواند داشته باشد درجه آزادي آن جسم ناميده 

. مي شود

ذره مادي در فضا                                   دره مادي در صفحهذره مادي در فضا                                   دره مادي در صفحه

جسم صلب در فضا                               جسم صلب در صفحه
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:مفهوم پايداري
سيستمي را سازه پايدار گويند كه موقعيت مكاني نقاط مختلف آن پس از اعمال هرگونه 

)هندسه تغيير نكند. (نيرو ثابت بماند

بررسي پايداري سيستم سازه اي
سازه، جسم صلب باشد) 1
.با اعمال قيود تكيه گاهي مناسب بر سازه ،  از  حركت انتقال آن جلوگيري شود) 2

با توجه به مطالب فوق براي پايدار كردن يك جسم صلب در صفحه بايد از سه قيد تكيه 
گاهي مناسب استفاده كردگاهي مناسب استفاده كرد

.قيود تكيه گاهي موازي و همرس نباشند) 1
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:تركيب پايداري اجسام صلب
تركيب يك جسم صلب و يك گره 

يا به عبارتي سه مفصل در يك خط راست سيستم را ناپايدار ميكند

تركيب پايدار دو جسم صلب
دو جسم صلب را ميتوان توسط سه قيد تكيه گاي مناسب به صورت پايدار بر هم متصل دو جسم صلب را ميتوان توسط سه قيد تكيه گاي مناسب به صورت پايدار بر هم متصل 

موازي (با قيود تكيه گاهي مناسب ). دو جسم صلب تبديل به يك جسم صلب شود(نمود 
نباشد) و همرس
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:تحليل مجموعه هاي خمشي معين
سازه هايي كه در اثر باهاي خارجي دچار لنگر خمشي و نيروي برشي مي شوند با عنوان سازه هاي 

.خمشي شناخته مي شوند

.تار تحت كشش درخمش مثبت را نشان ميدهد: خط ديد

≡
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تعيين رابطه نيروهاي داخلي و بارهاي خارجي
با فرض المان كوچكي از يك عضو خمشي داريم
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1با استفاده از رابطه 

يعني نيروي محوري در هر مقطع عضو برابر است با نيروي محوري
مقطع قبلي منهاي مساحت زير منحني بارهاي خارجي موازي با محور عضو

( ) ( )

( ) ( )

( )
0

0

1→ = − → = −

→ = − → − = −

→ = + −
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x
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x
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N x dP N x dx

dx

dP N x dx P P N x dx

P P N x dx

2با استفاده از رابطه 

( ) ( )dV
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2با استفاده از رابطه 

يعني نيروي برشي در هر مقطع عضو برابر است با نيروي برشي
مقطع قبلي منهاي مساحت زير منحني بارهاي خارجي عمود با محور عضو

( ) ( )

( ) ( )
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3با استفاده از رابطه 

يعني ممان خمشي در هر مقطع عضو برابر است با لنگر خمشي

مقطع قبلي، بعلاوه مساحت زير منحني نمودار برشي در فاصله دو مقطع

( ) ( )

( ) ( )
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.مرتبه تابع     يك واحد از مرتبه بارهاي خارجي عمود بر محور عضو بيشتر است: نكته

.مرتبه تابع     يك واحد از مرتبه تابع      بيشتر بوده است: نكته

باشد، تابع نيروي برشي در فاصله هر دو نيرو متمركز بارهاي متمركز اگر عضو فقط تحت اثر ) 1
مي شود خطياست و تابع لنگر خمشي  ثابت

 خطيتابع برش ) يعني شدت بار ثابت باشد(باشد گسترده يكنواخت اگر عضو تحت اثر باگذاري ) 2
مي باشددرجه دوم و تابع لنگر از 

V

MV

16

مي باشددرجه دوم و تابع لنگر از 

.اگر عضو تحت اثر بارگذاري خطي باشد، برش تابع درجه دو و لنگرتابع درجه سوم مي باشد) 3



خرپاها
.خرپا نوعي سيستم سازه اي است كه اعضاي آن با اتصالات لولايي به هم متصل شوند

در خرپاها بارهاي خارجي بايد از طريق گره ها به سازه اعمال شوند

كوچكترين واحد صلب خرپا
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:انواع خرپا
خرپاها داراي يك هسته مثلثي مركزي مي باشند، اين: خرپاهاي ساده

.كه ساير گره هاي خرپا به آن هسته مركزي متصل هستند
به عبارت. (خرپاي ساده از نظر داخلي پايدار مي باشند: نكته
)ديگر خرپاي  ساده جسم صلب است 
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.با اتصال دو يا چند خرپاي ساده به طور مناسب، خرپاي مركب تشكيل مي شود: خرپاي مركب
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خرپايي كه نه ساده باشد نه مركب، را خرپاي بغرنج گويند: خرپاي بغرنج
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پايداري خرپاها
لذا براي پايداري آنها بايد سه ) يعني جسم صلب هستند(خرپاهاي ساده از نظر داخلي پايدار هستند 

قيد مناسب تكيه گاهي تعبيه شوند
خرپاهاي مركب هنگامي پايدار هستند كه اجزاء ساده آنها بطور مناسب به هم متصل شده باشند، و 

كل مجموعه براي قيود مناسب تكيه گاهي قرار گيرد
از انجا كه پايداري خرپاهاي بغرنج با استفاده از شيوه هاي هندسي امكان پذير نيست، فعلا از پايداري 

.آنها صرف نظر ميكنيم
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كوچكترين واحد صلب خرپا

:انواع خرپا
خرپاها داراي يك هسته مثلثي مركزي مي باشند، اين: خرپاهاي ساده

.كه ساير گره هاي خرپا به آن هسته مركزي متصل هستند
به عبارت. (خرپاي ساده از نظر داخلي پايدار مي باشند: نكته
)ديگر خرپاي  ساده جسم صلب است 



با سه قيد تكيه گاهي مناسب (از تركيب دو يا چند خرپاي ساده كه بطور مناسب : مركبخرپاي 

.خرپاي مركب تشكيل ميشود) بهم وصل شده باشند
ابتدا اجزاء خرپاي ساده شناسايي و سپس از روي قيدهاي متصل كننده : براي تحليل خرپاي مركب

خرپاهاي ساده، جدا ميشوند، سپس نيروهاي هر قيد محاسبه ميشود، و خرپاهاي ساده به صورت 
.جداگانه تحليل ميشوند

.از دو روش بار مجهول و هنبرگ قابل تحليل مي باشد: خرپاي بغرنج
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روش كارمجازي
براي محاسبه نيروهاي داخلي سازه هاي معين

.با استفاده از روش كارمجازي، معادلات فوق را به صورت غير مستقيم برقرار ميكنيم

0 0 0

0 0 0 ...

0 0 0

f f M
x x x

f or f or M or
y y y

M f M
z z z

  
= = =∑ ∑ ∑  

  
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:مفهوم كار مجازي
.در اثر حركت محل اثر نيرو در راستاي نيرو كار انجام مي شود

مقدار كار برابر است با مقدار نيرو ضربدر جابه جايي محل اثر نيرو در راستاي نيرو

.در حالت كلي نيرو را به صورت برداري زير نشان ميدهيم

sW pd=

sd
p

A
A′

x y zp p i p j p k= + +
�� � � �



و بردار جابه جايي را به صورت زير نشان مي دهيم

:با استفاده از مفهوم كار و انرژي داريم

.در مورد لنگر هم كار به صورت زير محاسبه مي شود

sdp A
A′

. x x y y z zW p d p d p d p dδ δ δ δ= = + +
��� �� ���

x y zd d i d j d kδ δ δ δ= + +
��� � � �

M M i M j M k= + +
��� � � �
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. x x y y z zW M d M d M d M dθ θ θ θ= = + +
��� ��� ���

x y zd d i d j d kθ θ θ θ= + +
��� � � �

x y zM M i M j M k= + +



تعادل يك ذره مادي با استفاده از روش كار مجازي
ذره مادي    را تحت اثر نيروهاي متعادل                                  در نظر بگيريد

عبارت داخل پرانتز رابطه فوق برآيند نيروهاي وارد بر ذره مادي مورد بحث مي باشد كه به دليل 
متعادل بودن نيروها برابر صفر است

np

A

3p 2p

1p
np

3p 2p

1p
3 2 1,..., , ,np p p p

δ∆ 1 2 2 ... nW p p p pδ δ δ δ δ= ∆ + ∆ + ∆ + + ∆
������ ������ ������ ������

( )1 2 2 ... nW p p p pδ δ= + + + + ∆
��� ��� ��� ��� ���
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متعادل بودن نيروها برابر صفر است

كار انجام شده توسط نيروهاي متعادل وارد بر ذره ي مادي    در اثر جابه جايي مجازي دلخواه     �

.برابر صفر است

تغيير مكان مجازي دلخواه است�

تغييرمكان مجازي را كوچك فرض ميكنيم�

0 0W Wδ δ δ= × ∆ → =
���

Aδ∆



تعادل اجسام صلب با استفاده از مفهوم كار مجازي

جسم صلب مجموعه اي از بي نهايت ذره مادي است كه به فاصله نقاط مختلف آن نسبت به هم ثابت 

است

اگر يك نقطه از جسم صلب را توسط بردار       جابه جا كنيم ساير نقاط آن هم با همين بردار جابه 

.جا ميشوند

از آنجا كه فاصله نسبي نقاط جسم صلب ثابت است در آن هيچگونه كرنشي ايجاد نمي شود لذا تنش 

.هاي ايجاد شده در آن كادر انجام  نميدهد

δ∆

.هاي ايجاد شده در آن كادر انجام  نميدهد

يعني در اجسام صلب كار مجازي در اثر جابه جايي دلخواه        برابر است با كار مجازي نيروهاي 

خارجي

EXT INTW W Wδ δ δ= +

δ∆
���

EXTW Wδ δ=



EXTW Wδ δ= →

p

1 2 2 ... nW p p p pδ δ δ δ δ= ∆ + ∆ + ∆ + + ∆ →
������ ������ ������ ������

( )1 2 2 ... nW p p p pδ δ= + + + + ∆
��� ��� ��� ��� ���

جسم صلب شكل فوق را تحت نيروهاي متعادل                                      در نظر بگيريد در اثر 
جابه جايي مجازي       اعمال شده براي جسم صلب، كار مجازي انجام شده به صورت زير محاسبه 

مي شود

3 2 1,..., , ,np p p p
δ∆
���

,..., , ,p p p p
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np

3p
2p

1p

np
3p 2p

1p

δ∆
0 0W Wδ δ δ= × ∆ → =
���

عبارت داخل پرانتز رابطه فوق برآيند نيروهاي  
ميباشد كه به دليل متعادل بودن آنها برابر صفر است بنابراين

.بنابراين كار مجازي نيروهاي متعادل وارد بر يك جسم صلب برابر صفر است

np
3 2 1,..., , ,np p p p



محاسبه عكس العمل هاي تكيه گاهي و نيروي داخلي سازه هاي معين 
بااستفاده از مفهوم كار مجازي

با استفاده از ) عكس العمل تكيه گاهي(جهت محاسبه يك كميت نيرويي از نيروي واقعي يك نقطه با 

.روش كار مجازي بايد مراحل زير را انجام داد

يعني اگر كميت مورد نظر نيرو باشد يك (قيد حركتي متناظر با آن كميت را حذف ميكنيم 1)

).غلتك و اگر لنگر باشد يك لولا در محل آن قرار ميدهيم

اثر قيد حذف شده را با اعمال نيروي مجهول در محل آن جبران مي كنيم2)

27

اثر قيد حذف شده را با اعمال نيروي مجهول در محل آن جبران مي كنيم

در سيستم حاصل از اجراي بندهاي فوق، يك درجه آزادي به گونه اي ايجاد ميكنيم، كه نيروي 3)

مجهول موجود بر آن كار مجازي انجام دهد

.با اعمال رابطه كار مجازي نيروي مجهول را محاسبه ميكنيم4)



خطوط تاثير سازه هاي معين

حركت باربري سازه نيروهاي داخلي نقاط . در عمل سازه هاي تحت اثر نيروي متحرك قرار دارند

.مختلف آن را تغيير ميدهد

جهت طراحي سازه هايي كه تحت اثر چنين بارهايي قرار دارند بايد بتوانيم مقادير حداكثر نيروهاي 

بدين منظور نموداري رسم ميكنيم، كه محور افقي . داخلي را در مقاطع مختلف سازه محاسبه كنيم

آن محل باررمتمركز     را نشان ميدهد و محور قائم آن مقدار يك كميت دلخواه را مانند برش يا 

نمودار رسم . نشان دهد اگر مقدار بار متمركز     را برابر با واحد فرض كنيم) لنگر مقطع در شكل فوق

p

p
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نمودار رسم . نشان دهد اگر مقدار بار متمركز     را برابر با واحد فرض كنيم) لنگر مقطع در شكل فوق

شد، نمودار حداكثر كميت مودر نظر ناميده ميشود

جهت رسم نمودار خط اقز يك كميت داخلواه سازه دو روش معرفي ميكنيم

روش مستقيم

روش مجازي

دراين روش بار واحد را روي سازه حركت ميدهيم و با استفاده از معادلات تعادل: روش مستقيم

كميت مورد نظر را در هر موقعيت بار واحد محاسبه ميكنيم و نمودار خط اثر آن را

.رسم ميكنيم

p



تغييرشكل سازه

اهميت محاسبه تغييرمكان سازه ها

به عنوان يك معيار در طراحي سازه ها) 1

.براي تحليل سازه هاي نامعين بر معادلات همسازي تغييرمكان نياز داريم) 2

تحليل ديناميكي سازه ها) 3

فرضيات و محدوديتها

تغييرمكانهاي سازه كوچك با)  1
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تغييرمكانهاي سازه كوچك با)  1

سازه در محدود رفتاري الاستيك خطي است) 2

در اغلب سازه هاي كاربردي عمده ي تغييرمكان در اثر خمش ايجاد ميشود و نيروهاي محوري و 

از اين رو در اين فصل به بررسي تغييرشكل هاي . برشي نقش كمتري در ايجاد تغييرمكان دارند

.ناشي از خمش در سازه ها مي پردازيم



محاسبه تغييرمكان هاي
ناشي از خمش 

 dxالمان كوچكي به طول 

را در نظر بگيريد ABاز تغيير 

1 2 1

, ,

d d d

CD dx IC JD y OH

θ θ θ
ρ

= +
= = = =

dx
A           C            D                 F

dθ 

GI JK
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C                                      D
G                                                                                     J dθ 1 dθ 2y

 I                                                                   K

ρ

( )

1 2

1

,

1

GI JK
d d

IC JD
CD

d
OH

CD GI JK

OH IC JD
dx GI JK

GI JK
y y y

θ θ

θ

ρ

= =

=

→ = +

= + = +



.از تار خنثي قرار دارد yتغييرطول تاري است كه به فاصله                 

.عبارت زير را نتيجه ميدهد 1جايگذاري رابطه فوق در معادله 

GI JK+

x
x

My
GI JK dx dx dx

E IE

σε+ = = =

( )3

1 1
2

1
3

dx My M
dx

y EI EI

y

ρ ρ

κ
ρ

= → =

′ ′
= =
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در رابطه فوق از رابطه           كه مقدار كوچكي در مقابل عدد يك دارد، 
صرفنظر ميكنيم، در نتيجه خواهيم داشت

( )

( )

3
2 2

2

2
2,3

3 3
22 2 2

3
1

1
1

y

d w
y M Mdx

EI EIy dw

dx

κ
ρ

= =
′+

′ ′
→ = → =

′  +  +     

2y′

2
dw

dx
 
 
 



)ArcArcArcArc----Moment MethodMoment MethodMoment MethodMoment Method(روش لنگر مساحت 

2

2

1 M d w

EI dx

M EIy

ρ
= =

′ ′=

( )
1 2

1

d d d

GI JK
d GI JK

θ θ θ

θ

= +

= + = +
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( )

x x

d GI JK
y y y

My
dxdx d MIEd dx

y E y dx IE

θ

ε σ θθ

= + = +

= = = → =



اكنون قطعه از تير زير را در نظر بگيريد

C                                       D

θC                                      θD

D D

C C

D

x x

x x

x

D C

M
d dx

IE

M
d dx

IE

M
dx

IE

θ

θ

θ θ

=

=

− =

∫ ∫

∫
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.مي باشد CDمساحت زير منحني            در فاصله  Aبه عبارتي 

C

D

C

D C

x

x

D
C

x

dx
IE

M
dx A

IE

θ θ

θ

− =

= =

∫

∫
M

IE



قضيه اول لنگر مساحت

تغيير زاويه خط مماس بين دو نقطه از منحني تغيير شكل الاستيك عضو در اثر خمش با مساحت 

به شرطي كه در ان فاصله پيوستگي نظير مفصل نباشد. زير منحني        در آن فاصله برابر است

.علامت             با علامت مساحت زير منحني       يكسان است

مثبت بودن علامت       بدان معناست كه با حركت از نقطه      به سمت نقطه      مماس بر : نكته

.منحني در جهت مثلثاتي دوران مي كند

.را در نظر بگيريد CDقطعه تير 

M

IE
M

IE
D

C
θ

D
C

θCD

C                            D
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.را در نظر بگيريد CDقطعه تير 

Μ /(ΕΙ)

dθ
d(tD/C)

tD/C

C                            D
x1 ( )

( )
1

1

1 1

D D

C C

D

C

D
C

x x

D
C

x x

x

D
C

x

d t x d

d t x d

M
t x dx Ax

EI

θ

θ

=

=

→ = =

∫ ∫

∫



قضيه دوم لنگر مساحت

برابر است با لنگر مساحت ناحيه زير  Cنسبت به خط مماس در  Dفاصله عمودي نقطه اي مانند 

هيچ ناپيوستگي وجود  CDبه شرطي كه در فاصله  Dنسبت به نقطه  CDمنحني         در فاصله 

.نداشته باشد

M

IE

C D
0.0D

C
t ≤
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بطور مشابه ميتوان ثابت كرد كه : نكته

.مباشد Cنسبت به نقطه  CDدر آن     فاصله مركز سطح ناحيه زير منحني       در فاصله 

C D
0.0D

C
t ≥

M

IE 2x

2C
D

t Ax=



محدوديت هاي قضاياي لنگر مساحت

در فاصله مورد بحث مفصل نباشد) 1

تغييرمكانها كوچك و در ناحيه رفتاري الاستيك خطي باشند) 2

فقط اثر خمش را در نظر ميگيريم) 3

36



A1
A2

A1

b

h

            x1

x2

        x1

x2

     x1

x2

h h

b b

A2 A2

A1

x

1 1

2 2

,2 3
2,2 3

bh bA x

bh bA x

= =

= =

1 1

2 2

2 ,3 4
5,3 8

bh bA x

bh bA x

= =

= =

( ) 1
1 1

2 2

3
,1 2

,1 2

n xnbhA xn
bh bA xn n

+= =+
= =+ +
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b b

h
h

x

x

2 23 8 2 21 2n n+ +

2 3,3 8
bh bA x= =

2 ,3 2
bh bA x= =



Elastic Load Method روش بار الاستيك

را در نظر بگيريد ABقطعه از يك تير در فاصله 

:سپس فرض كنيد

نقاط انتهايي تغييرمكان نداشته باشد

MA   A                                     B     MB

M/EI

1 1
A B A B

A A
t t

L L
θ θ= → = −
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θA

d(tD/C)
tD/C

M/EI

mmθA

1

1

1

D

C

B

A

A B A B
A A

x

B
A

x

x

A

x

L L

M
t x dx

EI

M
x dx

L EI
θ

=

→ = −

∫

∫



روش بار الاستيك

اختيار كنيد، كه تحت بارگذاري       قرار دارد ABاكنون يك تير فرضي با همان هندسي تير 

.سپس به تحيلي فرضي زير ميپردازيم

M

IE

1

0.0

0.0
B

B

x

A

x

FBD M

M
R L x dx

EI

= =

× − =

∑

∫
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1

1

1

1

A

B

A

B

A

x

x

A

x

x

A A A

x

A A

EI

M
R x dx

L EI

M
V R V x dx

L EI

Vθ

=

= → =

= −

∫

∫



روش بار الاستيك

ميپردازيم mاكنون به محاسبه دوران نقطه دلخواه 

در تير فرضي mمحاسبه برش نقطه 

1

1 mB

A A

m A m A

xx

m

x x

M M
x dx dx

L EI EI

θ θ θ

θ

= +

= +∫ ∫
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در تير فرضي mمحاسبه برش نقطه 

بنابراين شيب هر نقطه دلخواه از منحني الاستيك تير مورد بحث برابر است

با قرينه برش آن نقطه در تير فرضي تحت بارگذاري

1

1

m

A

mB

A A

x

m A

x

xx

m

x x

m m

M
V R dx

EI

M M
V x dx dx

L EI EI

Vθ

= −

= −

= −

∫

∫ ∫

M

IE



روش بار الاستيك

ميپردازيم mاكنون به محاسبه دوران نقطه دلخواه 

در تير فرضي mمحاسبه لنگر نقطه 

1 2

m m

A A

m

m m A m A

x x

m
m

x x

x

x t

x M M
x dx x dx

L EI EI

M

θ∆ = −

∆ = − +∫ ∫
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نقطه دلخواه از منحني الاستيك تير مورد بحث برابر استتغييرمكان هر بنابراين 

Mنقطه در تير فرضي تحت بارگذاريلنگر خمشي آن با قرينه 

IE

2

1 2

m

A

m m

A A

x

m A m

x

x x

m
m

x x

m m

M
M R x x dx

EI

x M M
M x dx x dx

L EI EI

M

= × −

= −

→ ∆ = −

∫

∫ ∫



روش تير مزدوج
0.0

0.0

θ =
∆ =

0.0

0.0

θ ≠
∆ ≠

0.0

0.0

θ ≠
∆ =

0.0θ ≠

0.0

0.0

V

M

=
=
0.0

0.0

V

M

≠
≠
0.0

0.0

V

M

≠
=
0.0V ≠
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0.0

0.0

θ ≠
∆ =

0.0

0.0

θ ≠
∆ =

0.0

0.0

θ θ+ −≠ ≠
∆ ≠

0.0

0.0

V

M

≠
=
0.0

0.0

V

M

≠
=

0.0

0.0

V V

M

+ −≠ ≠
≠



Energy MethodEnergy MethodEnergy MethodEnergy Methodروش هاي انرژي

اگر به يك سيستم سازه اي نيروهاي                                 به صورت تدريجي وارد شود، بطوريكه 

تغييرمكان نقطه محل اثر آنها در راستاي خودشان به . مقدار آنها از صفر تا مقدار نهايي تغيير كند

. به شرطي كه سازه در محدود رفتار الاستيك خطي باشد. ترتيب                                   باشد

.كار مجموعه نيروها به صورت زير محاسبه مي شود

1 2 3, , ,..., nF F F F

1 2 3, , ,..., n∆ ∆ ∆ ∆

F1
F2

F3
∆1

∆2 i iF
W

∆=
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F6

F5

F4

∆6

∆5
∆4

∆3

∆2

( )
1

1

2

1

2

i i
i

n

i
i

n

i
i

F
W

W W

W F

=

=

∆=

= →

= ∆

∑

∑



Energy MethodEnergy MethodEnergy MethodEnergy Methodروش هاي انرژي

براي جسمي كه داراي رفتار الاستيك خطي باشد در صورتي كه بارهاي خارجي به صورت استاتيكي 

به سازه وارد شوند و در جسم ارتعاش و تغيير دما ايجاد شود، كار نيروهاي خارجي به صورت انرژي 

.داخلي در جسم ذخيره مي شود

انرژي داخلي كار تنشها در خلال فرآيند ايجاد كرنش

محاسبه انرژي داخي در حالت كلي

W U=
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محاسبه انرژي داخي در حالت كلي

در يك نقطه ازجسم ميدانهاي تنش و كرنش به صورت زير ميباشند

{ }
{ }

, , , , ,

, , , , ,

x y z xy yz zx

x y z xy yz zx

σ σ σ σ τ τ τ

ε ε ε ε γ γ γ

=

=

x

zy



انرژي المان مورد بحث

با تعريف           به شكل زير

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1

2 2 2
1 1 1

2 2 2

x x y y z z

xy xy yz xy xz xz

U dydz dx dxdz dy dxdy dz

dxdz dy dydz dx dxdy dz

σ ε σ ε σ ε

τ γ τ γ τ γ

= + +

+ + +

U
0U
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داريم

0

U
U

dxdydz
=

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2x x y y z z xy xy xz xz yz yzU σ ε σ ε σ ε τ γ τ γ τ γ= + + + + +



.تنش و كرنش با توجه به روابط هوك داراي معادلات زير ميباشند

,

,

,

y xyx z
x xy

y yzx z
y yz

yz x xz

E E E G

E E E G

σ τσ σε ϑ γ

σ τσ σε ϑ γ

σσ σ τε ϑ γ

 
= − + = 

 

 = − + = 
 

 
= − + = 
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با جايگذاري روابط هوك در رابطه         خواهيم داشت

,yz x xz
z xzE E E G

σσ σ τε ϑ γ 
= − + = 

 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21 1

2 2x y z x y x z y z xy yz xzU
E E G

ϑσ σ σ σ σ σ σ σ σ τ τ τ= + + − + + + + +

0U



محاسبه انرژي داخل اجسام در حالت مختلف
جسم تحت اثر نيروي محوري) 1

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2

2
0

0

2 2

0 0

1 1

2 2

1

2 2

L

xV V A

L L

A

P x
U U dV dV dA dx

E E A x

P x P x
U dA dx dx

E A x EA x

σ
  
 = = =      

   
 → = =      

   

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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عضو تحت اثر خمش خالص) 2

( )

( ) ( )

2

2
0

0

2 2
2

0 0

1 1

2 2

1

2 2

L

xV V A

L L

A

M x y
U U dV dV dA dx

E E I

M x M x
U y dA dx dx

E I EI

σ
  
 = = =  
   

    → = =        

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( )0 02 2E A x EA x   



محاسبه انرژي داخل اجسام در حالت مختلف
عضو تحت اثر برش خالص) 3

( )

( ) ( )

2

0

0

22 2

0 0

1 1

2 2

2 2

L

xyV V A

L L

A

V x Q
U U dV dV dA dx

G G It

V x V xQ
U dA dx dx

G It AG

τ
  
 = = =  
   

    → = =    
     

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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عضو تحت اثر پيچش خالص) 4

( )

( ) ( )

2

2
0

0

2 2
2

0 0

1 1

2 2

1

2 2

L

xyV V A

L L

A

T x r
U U dV dV dA dx

G G j

T x T x
U r dA dx dx

G j Gj

τ
  
 = = =  
   

    → = =        

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

0 02 2G It AG     



محاسبه تغيير مكان( روش كار مجازي 
محدوديت هاي روش

سازه بايد فقط تحت اثر يك بار متمركز باشد) 1
.فقط تغييرمكان نقطه تحت اثر نيرو در راستاي نيرو قابل محاسبه است) 2

قضيه دوم كاستيگليانو
براي جسمي كه داراي رفتار الاستيك خطي باشد و درجه حرارت ثابت بماند و تكيه گاه ها فاقد  

نشست باشند مشتق انرژي داخل جسم نسبت به هركدام از بارهاي خارجي مؤثر بر آن تغييرمكان 
.نقطه تحت اثر بار را در راستاي همان نيرو نشان ميدهد
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( )
1

1

2

1 1

2 2

n

i
i

i i i iV

W F

U dVσ ε τ γ

=

= ∆

 = + 
 

∑

∫

F1

F6

F5

F2

F3

F4

∆1

∆6

∆5
∆4

∆3

∆2



رشد كند  dFبه اندازه  Fفرض ميكنيم نيروي 

W1محاسبه 

تابع وضعيت  Uو  Wبراي جسمي كه داراي رفتار الاستيك خطي است مقادير 
نهايي بارهاي خارجي مي باشند و تقدم و تاخر نيروهاي خارجي تاثيري در محاسبه 

1

1

U U dU

U
U U dF

F

= +
∂= +
∂
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نهايي بارهاي خارجي مي باشند و تقدم و تاخر نيروهاي خارجي تاثيري در محاسبه 
.كار و انرژي ندارد

به سيستم وارد شود و سپس ساير نيورها به  dFiابتدا فرض ميكنيم كه فقط نيروي 
.سيستم اضافه شوند



F1

F6

F5

F2

F3

F4

∆1

∆6

∆5
∆4

∆3

∆2

d∆i

dFi

+

* 1
W dFd= ∆ * 1n

W F dF= ∆ + ∆∑
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*
1

1

2 i iW dFd= ∆ *
2

1

1

2 i i i i
i

W F dF
=

= ∆ + ∆∑

* * *
1 2

1

1 1

2 2

n

i i i i i i
i

W W W dFd F dF
=

= + = ∆ + ∆ + ∆∑

*

1

*

1

2

n

i i i i
i

i i

W F dF

W W dF

=

= ∆ + ∆

→ = + ∆

∑
������ ���	�
.�� د��� ����� دو ��دن از �ن 



*
1

i i

i
i

U W

U
U dF W dF

F
U

F

=
∂+ = + ∆
∂
∂∆ =
∂
به همين منوال براي خمش نيز ميتوان به شكل زير بدست اورد
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0

1

i
i

L

A A

U

M

U M
M dx

M E M

θ ∂=
∂

∂ ∂=
∂ ∂∫

به همين منوال براي خمش نيز ميتوان به شكل زير بدست اورد

:در معادله بالا و ديفرانسيل گيري از داريم UUUUكه با جايگذاري 



نكاتي درباره قضيه دوم كاستيگليانو
gمحاسبه تغييرمكان افقي نقطه )1

gمحسبه تغييرمكان قائم نقطه ) 2

eو   cميزان نزديك شدن نقاط ) 3

H
g

U

Q

∂ = ∆
∂

V
g

U

F

∂ = ∆
∂

e g

c
PR

R
Q

F
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bcميزان دوران عضو ) 4

ec e c

e c

U

R

∆ = ∆ + ∆
∂∆ + ∆ =
∂

0.0

b c

b c P

L
U

T

θ

=

∆ + ∆=

∂∆ + ∆ =
∂

c
b

T T P



روش كار مجازي

سيستم تغييرشكل تير زير را تحت اثر نيروها متعادل                            در نظر 

در اين صورت تنش هاي                                                   و كرنش . ميگيريم

اگر تغيير مكان نقاط . هاي                                             در جسم ظاهر مي شود

.تحت بار خارجي را به ترتيب                            نشان دهيم خواهيم داشت

داخلي           خارجي                                                                                 

1 2 3, , ,..., nF F F F

{ }, , , , ,x y z xy yz zxε ε ε ε γ γ γ=
{ }, , , , ,x y z xy yz zxσ σ σ σ τ τ τ=

1 2 3, , ,..., n∆ ∆ ∆ ∆
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داخلي           خارجي                                                                                 

i i i

i ii

F σ τ
ε γ

=
∆ ( )

1

1

2

1 1

2 2

n

I i
i

I i i i iV

W F

U dVσ ε τ γ

=

= ∆

 = + 
 

∑

∫

I IW U=



اكنون همان جسم را تحت اثر مجموعه ديگر از نيروها در نظر بگيريد، نيروهاي 

جديد را با                               و تغييرمكان هاي آن را با                                

.مشخص ميكينم* همچنين تنشها و كرنشها را بالا نويس. نشان ميدهيم

داخلي            خارجي                                                                          

* * *
i i i

F σ τ
ε γ

=

* * * *
1 2 3, , ,...., nF F F F* * * *

1 2 3, , ,..., n∆ ∆ ∆ ∆
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* **
i ii

ε γ
=

∆

( )*

1

* * * *

1

2

1 1

2 2

n

II i
i

II i i i iV

W F

U dVσ ε τ γ

=

= ∆

 = + 
 

∑

∫

II IIW U=



اكنون حالت سومي را در نظر بگيريد كه در آن ابتدا نيروهاي ستاره دار به سازه اثر  

در اين . به جسم اعمال شودم* كنند و سپس در حضور آنها نيروهاي بدون ستاره 

.به صورت زير محاسبه ميشود) W وU(صورت كار و انرژي 

( ) ( ) ( )

( )

* *

1 1 1

*

1 1

2 2

n n n

i ii i
i i i

n

W F F F

W W W F

= = =

= ∆ + ∆ + ∆

= + + ∆

∑ ∑ ∑

∑
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بطريق مشابه

( )*

1
I II i i

i

W W W F
=

= + + ∆∑

* *1 1

2 2I II i i i iV
U U U dVσ ε τ γ = + + + 

 
∫



اعمال رابطه كار مجازي

يعني كار خارجي نيروهاي سيستم         در اثر تغييرشكلهاي خارجي سيستم        

برابر است با كار نيروهاي داخل سيستم          در اثر تغييرشكل هاي داخلي 

( )* * *

1

1 1

2 2

n

I II i i i i I II i iV
i

U W

U U dV W W Fσ ε τ γ
=

=

 + + + = + + ∆ 
 

∑∫

II

II

I

I
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برابر است با كار نيروهاي داخل سيستم          در اثر تغييرشكل هاي داخلي 

سيستم       

تغييرشكل هاي (*) داراي نيروهاي مجازي و تغييرشكل هاي بدون (*) نيروهاي 

.حقيقي هستند

.سيستم       سيستم نيروي مجازي ناميده ميشود

.سيستم       سيستم تغييرشكل حقيقي همساز نام دارد

III

II

I



روش بار واحد

سازه شكل مقابل را تحت اثر نيروهاي                                     در نظر بگيريد فرض كنيد 

را در جهت نشان داده شده محاسبه كنيم Aميخواهيم تغيير مكان نقطه 

1 2 3, , ,..., nF F F F

F1

F6

F2

F3
∆1

∆6

∆5
∆4

∆3

∆2

d∆i +
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اكنون رابطه كار مجازي به صورت زير خواهد بود

جهت ساده كردن رابطه فوق ابتدا روي مقطع عرضي عضو انتگرال ميگيريم و سپس روي طول عضو

* * *1 1
1

2 2i i i iV
dVσ ε τ γ × ∆ = + 

 
∫

* * * * *1
L L L L

N d M d V d T dθ λ φ× ∆ = ∆ + + +∫ ∫ ∫ ∫

F5

F4

∆5

dFi



سيستم مجازي                                          سيستم حقيقي        

Ndx
d

AE
∆ =

Vdx
d

GA
λ =

Mdx

N N N* N*

V V V* V*
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Mdx
d

EI
θ =

Tdx
d

GJ
φ =

M M M* M*

T T T* T*



با جايگذاري نيروها و تغييرمكانهاي فوق در رابطه بالا عبارت زير نتيجه 

.ميشود

دار در محل (*) ضربدر مقدار تابع (*) مسحت زير منحني تابع بدون : نكته

.برابر با انتگرال هاي بالا ميباشد(*) مركز سطح تابع بدون 

* * * *
*1

L L L L

NN MM VV TT
dx dx dx dx

AE EI GA GJ
× ∆ = + + +∫ ∫ ∫ ∫
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.برابر با انتگرال هاي بالا ميباشد(*) مركز سطح تابع بدون 



اثر نشست در تغييرمكان هاي سازه

.در سازه هاي معين نشست تكيه گاهي در اعضا تنش و كرنش ايجاد نميكند

را در اثر نشست تكيهگاهي مجاسبه  iiiiميخواهيم تغييرمكان نقطه دلخواه 

كنيم

0.0Extچون سازه معين IntW W= =
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= → × ∆ + −∆ =
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B


